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Resumo: Este trabalho apresenta a identificagéo e caracterizagao dos erros e das dificuldades de
aprendizagem dos conteudos de Estatistica e Probabilidade, relacionados aos distratores das
questdes da prova do ENEM de 2013 a 2016, os quais foram mais assinalados por estudantes
egressos do Ensino Médio, selecionados na primeira chamada do SISU para a UFRN. Como
referencial tedrico, o estudo esta baseado em Radatz (1979), Cury (1988, 1994), dentre outros. O
trabalho é de natureza descritiva e explicativa, baseado na metodologia de anélises de erros (GIL,
2008; NUNEZ e RAMALHO, 2012), como também na andlise de
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1 Introdugao

Na Educacéo Basica, o ensino de Estatistica e Probabilidade tem, como um de seus
objetivos, contribuir para a formagao integral do sujeito, uma vez que lhe permite fazer uma leitura

diferenciada de mundo e estabelecer relagbes para resolver problemas desses contelidos nas
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mais diversas areas do conhecimento, sendo uma ferramenta para o0 método cientifico e a tomada
de decisdes (CAZORLA, 2004). Apesar de ser um tema muito importante para a educagdo dos
cidaddos, os estudantes apresentam dificuldades relativas a seu aspecto conceitual; a leitura de
quadros, de tabelas e de gréaficos; como também aos calculos das médias, das porcentagens e

das probabilidades.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) sinaliza que, quanto as habilidades em
Estatistica, tais como “coletar, organizar, representar, interpretar e analisar dados em uma
variedade de contextos, de maneira a fazer julgamentos bem fundamentados e tomar as decisdes
adequadas” (BRASIL, 2018, p. 272), os estudantes devem compreender o conceito das medidas
de tendéncia central e ser capazes de fazer seus respectivos calculos quando forem acionados
para utiliza-los. Além disso, precisam organizar os resultados encontrados em tabelas, quadros e
gréficos, fazendo as andlises de seus resultados e apresentando argumentos vélidos para
fundamentar suas conclusdes, pois, dessa forma, revelam ter uma atitude cientifica nessa area de
conhecimento como também estabelecer inter-relacbes que “promovem a ampliacdo de
significado aos tdpicos matematicos e, por outro, propiciam acesso a matematica estrutural’
(BRASIL, 2018, p. 521).

Ja com relagéo ao estudo de Probabilidade, a BNCC determina que os estudantes tenham
uma “viséo” acerca da importancia do uso adequado de seu calculo, como também sejam capazes
de se apropriarem dos modelos probabilisticos implementados no mundo, cujo estudo situa-se nas

mais diversas areas do conhecimento.

A integrag@o entre Probabilidade e Estatistica, a Estocéstica', possibilita um ensino
interdisciplinar desses conteldos para desenvolver o pensamento cientifico, tornando os
processos de ensino e de aprendizagem com significado na medida em que dados sdo

organizados, representados e analisados a partir de uma situagao problema.

Embora a Estatistica e a Probabilidade sejam consideradas importantes no curriculo
escolar da educagdo bésica, diversos estudos revelam que os estudantes apresentam
dificuldades, evidenciadas nos resultados de diferentes avaliagdes internacionais, como o

Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (PISA), e nacionais, como o Sistema de

1 Estocastica é a area da ciéncia que inclui a teoria da Probabilidade, a Estatistica e suas aplicagdes. Segundo o
Dicionario Michaelis, a palavra estocastico tem origem grega em stokhastiké, sendo o estudo que tem por objeto a
aplicacdo do calculo de probabilidades a dados estatisticos, de modo a estabelecer a existéncia de variaveis
permanentes e regulares, cuja acdo se complica com a de fatores fortuitos.
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Avaliagdo da Educagao Basica (SAEB) e o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Por isso,
essas avaliagdes sdo fontes importantes para que se possa identificar os erros e, a partir deles,

associar as dificuldades de aprendizagem sobre os conteudos avaliados.

O ENEM, uma avaliagao da aprendizagem para os egressos do Ensino Médio, configura-
se como uma “fonte significativa” para obtengao de elementos relacionados a aprendizagens e as
nao aprendizagens dos estudantes, os quais, supde-se, tenham se apropriado do contetdo
proveniente de diferentes componentes curriculares e de diversas areas do conhecimento
(NUNEZ, 2017). Essa avaliagdo esta inserida no conjunto do Sistema Nacional de Educagao
(SNE) como parte do Sistema Nacional de Avaliagao da Educagéo Béasica (SAEB) e surgiu em um
contexto nacional de valorizagdo das avaliagdes em alta escala, de forma padronizada, estando
ligada as politicas de responsabilizagdo e democratizagao de acesso a vagas nas universidades

federais de ensino superior.

Na Educacdo Matematica, no Brasil, a analise realizada sobre o erro surgiu a partir da
tendéncia construtivista, sendo considerada, de acordo com Fiorentini (1995), uma agao
interativa/reflexiva, partindo do homem e de suas relagdes com o meio e com atividades. Dessa
forma, ao se analisar o erro, reconhece-se a sua importancia, uma vez que se prioriza o produto
do conhecimento. Em situagdes de ensino e de aprendizagem, pretende-se que o estudante seja
participe de sua propria aprendizagem, e esta se torne significativa, porque ele também é um
agente que compreendera o processo a partir do qual passou a entender como adquiriu 0 novo

conhecimento.

O estudo dos erros na Matematica tem uma importéncia didatica e metodoldgica para
construgdo de uma aprendizagem soélida (CURY, 1994). Além disso, segundo Borasi (1987), a
partir desse estudo, é possivel diagnosticar as dificuldades de aprendizagem e sugerir estratégias
para 0 ensino. Abrate, Pochulu e Vargas (2006) estudam os erros, buscando identifica-los,
determinar suas causas e, principalmente, organizar o seu ensino levando em consideragao essas

informagoes.

Em relagao aos conteudos relativos a Estatistica e a Probabilidade, diversos estudos tém
sido realizados no ambito internacional, como os trabalhos dos pesquisadores Carmen Batanero,

Juan Godino e seus colaboradores, por exemplo, Errors and difficulties in understanding
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elementary statistical concepts?. Dessa forma, evidencia-se a preocupagdo com 0s erros e as
dificuldades de aprendizagem dos referidos conteudos por serem relevantes para se repensarem

as praticas pedagdgicas nas escolas e, consequentemente, a aprendizagem dos estudantes.

Nessa perspectiva, considerando-se a importancia de identificar os erros que os
estudantes cometem durante o processo de aprendizagem, objetivamos, neste estudo, identificar
os erros que os candidatos cometeram em questdes das provas do ENEM, no periodo de 2013 a
2016, para criar hipoteses explicativas em relagdo as suas causas, as quais possam ajudar a

organizar e desenvolver estratégias de ensino.

Assim, neste artigo, priorizou-se identificar e caracterizar ndo apenas 0s erros, mas
também as dificuldades de aprendizagem que podem estar associadas aos distratores mais
escolhidos pelos estudantes nas questdes de Estatistica e Probabilidade que tiveram o mais baixo

desempenho na prova do ENEM, nos anos de 2013 a 2016.
A partir desse objetivo geral, definimos as seguintes questdes de estudo:

= Quais habilidades, conteudos e sub-habilidades s&o objeto da avaliagdo nas questbes de
Estatistica e Probabilidade de 2013 a 2016 dessas provas?

= Quais erros podem estar associados aos distratores mais selecionados nas questdes cujo

indice de desempenho foi mais baixo?

= Quais sé&o as dificuldades de aprendizagem que podem ajudar a compreender esses erros?

2 Erros e dificuldades de aprendizagem em Estatistica e Probabilidade

Pesquisas sobre os erros assumem um papel importante no ensino de Matematica,
tornando-os inerentes @ aprendizagem, considerando que, para alguns autores, eles podem
promover o melhoramento do ensino e, assim, contribuir para a aprendizagem dos estudantes
nessa disciplina. Nessa perspectiva, investiga-se o erro com o objetivo de compreendé-lo,
conhecer as suas causas e promover a reflexdo acerca de sua importancia para a aquisi¢do do

conhecimento e, dessa forma, intervir na qualidade do ensino e da aprendizagem desse conteudo.

2BATANERO, Carmen; GODINO, Juan Diaz; VALLECILLOS, Angustias; GREEN, David R.; HOLMES, Phil R. Errors
and difficulties in understanding elementary statistical concepts. Internation Journal of Mathematics Education in
Science and Technology, v. 25, n. 4, p. 527-547, 1994.
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De acordo com Radatz (1980, p. 16), a analise de erros é importante "ponto de partida
para a pesquisa sobre o processo de ensino-aprendizagem na matematica" e vista como
"estratégia de pesquisa promissora para esclarecer algumas questdes fundamentais da

aprendizagem matematica”.

Rico (1998) explica que o erro é uma “possibilidade” para a aquisi¢édo do conhecimento
matematico, considerado parte significante para o processo de ensino e aprendizagem de

matematica, sendo “um objeto de estudo para educacdo matematica” (p. 1).

Pochulu (2004) considera o erro como “um esquema cognitivo inadequado do aluno,
podendo ser formado por experiéncias anteriores e ndo apenas por resultado de falta de
conhecimento especifico” (p. 2). De acordo com ele, o estudante deve refletir sobre o processo e

0 produto, permitindo seu desenvolvimento, o que inclui a capacidade de autoquestionamento.

No entender de Borasi (1995), os erros s@o como “trampolins” para o conhecimento. Ela
propde identificar e classificar os erros cometidos pelos alunos, criar estratégias para usa-los como
instrumentos a fim de explorar o funcionamento da mente. Dessa forma, sob o ponto de vista

didatico, a andlise de erros consiste em realizar essas agoes.

Brousseau (1998), partindo do entendimento de obstaculo epistemoldgico — um conceito
introduzido por Gaston Bacherlad —, pontua que o erro € o “efeito” do conhecimento prévio, e ndo
apenas fruto da ignoréncia, sendo assim, considerado como o resultado de obstaculos constituidos

a partir de conhecimentos adquiridos.

De acordo com Nufiez (2017a), ndo ha causalidade na aparigéo dos erros, mas surgem
de um marco conceitual consistente, firmado em conhecimentos prévios. Conclui-se, com isso,
que o ensino € potencializador de erros devido a diferentes causas. O autor pontua que “o erro
pode ser definido em termos de desvio da resposta do aluno em relagao ao padréo estabelecido
ou modelo de atividade”, como também “uma manifestagéo das dificuldades de aprendizagem”
(NUNEZ, 2017a, p. 802).

Quanto as dificuldades na aprendizagem, Sanchez (2004) as define como “algo
heterogéneo”. O autor as considera como “funcionamento” com resultado “abaixo do esperado”, e

heterogéneas por falta de habilidades significativas que sé&o intrinsecas ao individuo.

Socas (1997, p. 127) também considera as dificuldades como Sanchez, mas acrescenta,

em decorréncia disso, que elas estdo agrupadas em cinco grandes categorias: “objetos

N



Educagdo Matemética Debate, Montes Claros, Brasil
v.3,n.7,p.87-110, jan./abr. 2019

matematicos, processos do pensamento, processos do ensino de matematica, conexao com 0s

processos cognitivos dos alunos e com a falta de uma atitude racional em relagdo a Matematica”.

Segundo Cury (2008), as relagdes entre os erros € as dificuldades de aprendizagem
aparecem nas atividades propostas pelos docentes, tornando-se importante investigagao para que
os estudantes possam se apropriar do conhecimento. Dificuldades de aprendizagem, para a
autora, sdo evidéncias apresentadas nas analises feitas das respostas dos estudantes, verificadas
nas atividades propostas pelos docentes, o que evidencia, entdo, estarem os erros e as

dificuldades interligados.

De acordo com Pochulu (2004), os erros cometidos pelos alunos refletem algumas
dificuldades de aprendizagem, as quais podem ser corrigidos por meio de estratégias de ensino
adequadas na busca de prevencao e corre¢ao desses erros. Para este estudo, assumimos que a
dificuldade de aprendizagem esta inserida em uma relagéo dialética de esséncia-fenémeno,
determinada como uma hipétese explicativa e compreendida como a que leva ao erro (NUNEZ e
RAMALHO, 2012).

Nessa perspectiva, nos estudos de Coutinho (1994), quanto ao conteudo de Estatistica e
Probabilidade, as dificuldades de aprendizagem nesse tema estdo vinculadas a auséncia de
informagdes, chamadas de equiprobabilidade, que ocorrem logo na introdugdo do conceito por

parte do professor. Este ndo fornece informagdes adequadas a realidade dos educandos.

Para Henry (1991), os estudantes apresentam dificuldade na constru¢ao de modelo para
experimento estatistico e probabilistico a partir da observagéo. Essa dificuldade ocorre pela falta
de um suporte matematico adequado. De acordo com Coutinho (1994), essas dificuldades s&o
frutos dos obstaculos epistemoldgicos, de cuja “origem epistemoldgica ndo devemos fugir, devido

ao papel construtivo no conhecimento visado” (COUTINHO, 1994, p. 26).

Alguns trabalhos, como os de Estrella (2008, 2016), Mokros e Russell (1995), Puerto,
Seminara e Minnaard (2007), Mavarech (1993) e Batanero (2000), estudam as dificuldades dos
estudantes no calculo das médias. Ja Moore (1990), Rubin, Bruce e Tenney (1990), Wild e
Pfannkuch (1999), Reaburn (2011) e Morgado at al. (2006) pesquisam as dificuldades dos alunos
em relacionar os objetos matematicos que indicam distribuig&o probabilisticas.

Os estudos de Diebold e Pauly (1987), Popper (1967), Batanero e Diaz (2015) sinalizam
as dificuldades na quebra da estrutura das hipoteses de testes. Os estudos de Romero (2008),

Santana (2011), Delmas et al. (2007) e Cumming (2006) apresentam as dificuldades dos alunos
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em eventos probabilisticos e percentuais sucessivos. Martins, Pires e Barros (2009), Falk (1986),
Pollatsek et al. (1987) trazem a discussédo as dificuldades de aprendizagem no pensamento

dedutivo matematico e em testes de hipoteses.

3 Procedimentos metodolégicos

Essa investigacdo é de natureza descritiva e explicativa, baseada na metodologia de
andlises de erros (GIL, 2008; NUNEZ e RAMALHO, 2012) como também na andlise de
desempenho, respaldada na teoria classica de analise de itens de Spearman (1913) e detalhada
por Gulliksen (1950). Fundamentando a natureza do objeto dessa investigagdo, adotamos uma

abordagem que harmoniza as dimensdes qualitativa e quantitativa para as analises dos dados.

Para esta pesquisa, utilizamos os dados dos estudantes da escola publica e privada que
foram aprovados na primeira chamada do Sistema de Sele¢édo Unificada (SISU) para ingressar na
Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN), no periodo de 2014 a 2017; sendo um total
de 5.225 para 2014; 6.348 para 2015; 6.592 para 2016; e 6.497 para 2017, totalizando 24.662

estudantes.

As questdes selecionadas do ENEM 2013-2016 dizem respeito aos conteudos especificos
do tema “Conhecimentos de Estatistica e Probabilidade”. Essas questdes foram elaboradas tendo
em vista determinada competéncia e habilidade presentes na Matriz de Referéncia do ENEM,
segundo o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira — INEP
(BRASIL, 2009). Para as analises quantitativas do desempenho dos estudantes, foram
organizados os percentuais e as quantidades (absolutas) para cada opgéo de resposta (o gabarito

e 0s quatro distratores), tomando como referéncia o caderno de provas amarelo.

Na identificacdo do grau de dificuldade das questdes a serem analisadas, utilizamos o
indice de desempenho (ID) ou de acerto como critério para definir as questdes a serem analisadas.
O ID define o percentual de candidatos que acertam o gabarito da questao bem como mede o grau
de dificuldade (SPEARMAN, 1913; GULLIKSEN, 1950; PASQUALI, 2003). Para dimensionar essa
categoria, utilizamos subcategorias que sao fixadas a partir de niveis de desempenho dos
candidatos (NUNEZ, 2017b), apresentados no Quadro 1.
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Com base nesse indice, selecionamos as questdes que apresentaram um indice de
desempenho (ID) muito baixo, ou seja, aquelas cujo indice de acerto foi menor que 25%. Dessas

questdes, analisamos o distrator com maior percentual de escolha por parte dos estudantes.

Quadro 1: indice de Desempenho ou de acerto

indice de Desempenho % de acerto
Muito alto 75— 100
Alto 55 |— 74
Médio 45 |— 54
Baixo 25 |— 44
Muito Baixo 0]—24

Fonte: UFRN/COMPERVE (2016)

Nas analises dos erros, foi realizada a associa¢ao de cada distrator mais assinalado a um
erro ou a varios e, depois, foram criadas hipdteses explicativas, em termos de dificuldades de
aprendizagem. Essa identificacdo e caracterizagdo do erro foram feitas a partir de um dialogo
critico com o referencial tedrico, assumido nessa pesquisa. Classificamos os erros de forma
sistematizada partindo de sua identificagao (NUNEZ, 2017b).

4 Resultados do estudo

Nesse tdpico, serdo apresentados os resultados e as discussdes referentes aos objetivos
propostos e a analise dos dados sobre os contelidos avaliados nas provas de Matematica do

ENEM 2013 a 2016, relativos ao tema Conhecimentos em Estatistica e Probabilidade.

Os dados que possibilitaram a realizagao deste estudo foram obtidos a partir das anélises
de nove questdes distribuidas em quatro provas e explicitam os resultados de um total de vinte e
quatro mil, seiscentos e sessenta e dois candidatos que foram selecionados na primeira chamada
do SISU para entrar na UFRN nos anos de 2014 a 2017.

Na tabela 1, observa-se a distribuicdo das questdes de acordo com o indice de

desempenho sobre o referido tema durante esse periodo.
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Tabela 1: Distribuigdo das questdes de acordo com o indice de desempenho

Ano  Muito Alto  Alto Médio Baixo Muito Baixo Total
2013 1 - 2 4 1 8
2014 1 4 - 5 2 12
2015 2 1 - 3 5 11
2016 3 1 2 5 1 12
Total 7 6 4 17 9 43

Fonte: Dados da Pesquisa

Como podemos observar, nos anos em analise, o indice de desempenho baixo apresentou
uma quantidade maior de questdes, 17, e, em seguida, as de desempenho muito baixo, com 9
questdes. Todavia, priorizamos analisar apenas as que tiveram um desempenho muito baixo para

identificar, hipoteticamente, o erro e associa-lo as dificuldades de aprendizagem.

Primeiramente, com base na primeira questao de estudo, faz-se necessario apresentar as
habilidades referentes as questdes avaliadas nas provas de Matematica do ENEM de 2013 a 2015,
as quais foram selecionadas para a realizagao das anélises deste estudo. Assim, de acordo com

a matriz do ENEM (2009), explicitamos essas habilidades no Quadro 2.

Quadro 2: Habilidade de acordo com a Matriz do ENEM 2009 e a respectiva questdo

Conhecimentos 2013 2014 2015 2016
Habilidade/ Habilidade/ Habilidade/ Habilidade/
Questio Questao Questao Questao
Estatistica/Probabilidade | H30 176 H27 155 H28 149 H28 147
H28 152 H29 155,
166 e
175
H30 158

Fonte: Dados da Pesquisa

Verificamos, a partir desse quadro, que as habilidades das questdes, de acordo com a
matriz do ENEM (2009), fazem parte da competéncia 7. Nessa competéncia, ha o esclarecimento

de como dever ser compreendido o tema em analise:
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Compreender o carater aleatdrio e ndo-deterministico dos fenémenos naturais e
sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinagéo de amostras e
calculos de probabilidade para interpretar informagGes de variaveis apresentadas em
uma distribui¢éo estatistica (INEP, 2009).

Observamos também que as habilidades mais frequentes para essa competéncia €, em
primeiro lugar, a H28 e a H29, definidas, respectivamente, como “Resolver situagao-problema que
envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade” (INEP, 2009) e “Utilizar conhecimentos de
estatistica e probabilidade como recurso para a construgao de argumentacdo” (INEP, 2009); em
segundo lugar, a H30, “Avaliar propostas de intervengéo na realidade utilizando conhecimentos de
estatistica e probabilidade”; e, por ultimo, a H27, “Calcular medidas de tendéncia central ou de
dispersao de um conjunto de dados expressos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados

(ndo em classes) ou em graficos” (INEP, 2009).

Ainda com base na primeira questdo deste estudo, no Quadro 3, estdo explicitos os
numeros das questdes selecionadas, o ano do ENEM, as sub-habilidades das questdes, bem
como os conteudos especificos nelas abordados, evidenciando, de forma mais explicita, o objetivo
de cada uma.

Nesse Quadro, em relagdo ao “contelido especifico”, fica evidente a predominéncia das
nogdes de probabilidade e medidas de tendéncia central em relagéo a outros conteudos do tema

em analise. Quanto as nogdes de probabilidade, destacam-se as seguintes sub-habilidades:
= em 2013, na Q176, com 11,2%: “Calcular combinag&o baseado nos valores de um quadro”;

= em 2014, na Q152, com 19,5%: “Estimar as possibilidades e determinar a probabilidade de

um teste terminar na quinta pergunta”;

= em 2015, na Q149, com 8,8%: “Definir a probabilidade através de valores percentuais”; na
Q158, com 10%: “Estabelecer o valor percentual baseando-se em cinco propostas no corpo
do texto”; e, por ultimo, na Q175, com 24,4%: “Determinar a probabilidade para cada modo
de escolha proposto”;

= em 2016, na Q147, com 23,5%: “Determinar a probabilidade para escolher um percurso de

acordo com o0 modo proposto”.

Ja nas questbes sobre as “Medidas de Tendéncia Central’, destacaram-se as sub-
habilidades a seguir: em 2014, na Q155, com 20,6%, “Calcular a média aritmética entre os

reagentes de um experimento”; e, em 2015, na Q155, com 24,9%, “Calcular as porcentagens e
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médias baseado na analise de dados”, e, na Q166, com 20,5%, “Obter a média aritmética desde

dados de um quadro”.

Quadro 3: Contetidos, sub-habilidade e o indice de desempenho do ENEM de 2013 — 2015

N°da | Ano % Conteudo especifico Sub-habilidade
questao acertos

Calcular as combinagdes baseado nos

Q176 | 2013 11,2 NocOes de Probabilidade
valores de um quadro

Estimar as possibilidades e determinar

Q152 | 2014 19,5 NocOes de Probabilidade a probabilidade de um teste

Medidas de tendéncia
Q155 | 2014 20,6 central (médias, moda e
mediana)

Calcular a média aritmética entre os
reagentes de um experimento

Definir a probabilidade através de

Q149 | 2015 8,8 NocOes de Probabilidade .
valores percentuais

Calcular as porcentagens e médias

Q155 | 2015 249 Andlise de dados e médias baseado na andlise de dados

Estabelecer o valor percentual
baseando-se em cinco propostas no
corpo do texto

Nogdes de Probabilidade e

Q158 | 2015 10 Porcentagem

Medidas de tendéncia
Q166 | 2015 20,5 central (médias, moda e
mediana)

Obter a média aritmética desde dados
de um quadro

Determinar a probabilidade para cada

Q175 | 2015 244 Nogdes de Probabilidade modo de escolha proposto

Determinar a probabilidade para
Q147 | 2016 23,5 Nogdes de Probabilidade escolher um percurso de acordo com o
modo proposto

Fonte: Elaboragéo dos Autores

Considerando a segunda questéo do estudo, na Tabela 2, apresentam-se o numero das
questdes, o0 ano do ENEM e os erros que foram identificados nas questdes com o indice de

desempenho mais baixo, aos quais podemos associar os distratores mais selecionados.

Os erros associados aos distratores, de acordo com a Tabela 2, evidenciam as
dificuldades de aprendizagem que podem ajudar a compreender esses erros e a responder o

terceiro objetivo especifico.
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Tabela 2: Erros associados as questdes com indice de desempenho muito baixo

N°da Ano Erro
questdo

Q176 2013  Utilizar a multiplicagédo entre as grandezas ao invés das combinagdes.

Q152 2014  Estimar a probabilidade multiplicando as possibilidades por dois ao invés
de quatro, estabelecendo a relagdo apenas com o percentual da resposta
errada.

Q155 2014 Determinar as médias aritméticas e escolhendo a maior dentre elas.

Q149 2015  Obter o valor da probabilidade, subtraindo o total da amostra pelo valor de
70%, referindo-se a probabilidade de erro, ao invés de utilizar a
multiplicacdo para determinar esse valor, j@ que sao eventos
independentes.

Q155 2015  Confundir o percentual de rendimentos mensais com a média apurada em
relagdo a porcentagem total de rendimentos dos 10% mais pobres.

Q158 2015  Considerar, para o calculo, o valor total da amostra (100%) e subtrair do
percentual do publico alvo (x%) igualando a meta estabelecida 5,9%.

Q166 2015  Realizar a operagdo da média aritmética utilizando as duas grandezas do
quadro, ao invés de calcula-la com todos os valores da distribuigo.

Q175 2015  Calcular as probabilidades P(ll) e P(lll) como soma e ndo como produto de
eventos independentes.

Q147 2016 Determinar todas as probabilidades, utilizando apenas duas possibilidades
em cada ponto do percurso e multiplicar todas essas.

Fonte: Elaboragdo dos Autores

Dessa forma, na Q176 de 2013, ha uma situagdo-problema, em que se propde calcular
combinagdes baseadas em valores presentes em um quadro para verificar a probabilidade de dois,
dos quatro apostadores, serem premiados. Essas combinagdes deveriam ser feitas com base em
uma cartela com 60 nimeros, cujo sorteado seria aquele que estivesse com 0s 6 numeros em
uma mesma cartela, independente da ordem dos nUmeros sorteados. Nesse caso,
hipoteticamente, o erro é utilizar a multiplicagéo entre as grandezas ao invés de fazé-lo entre as

combinagoes.

Para Morgado et al. (2006), a dificuldade nesse tipo de questao esta na utilizagéo de forma

sistematica e inadequada das técnicas de resolugdo de problemas relacionados a analise
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combinatdria, ndo sendo possivel gerar uma modelagem apropriada aos problemas de contagem.
Rubin, Bruce e Tenney (1990) acrescentam que, nesse tipo de situag@o-problema, devem existir
diferentes tipos de abordagens por meio de “técnicas” que ajudem os estudantes a aprender de
forma “Util” para ter validade e solidez na resolugao desse tipo de questdo. Diaz, Batanero e
Wilhelmi (2008) alertam para a dificuldade em “descrever um modelo matematico” especifico por

um ou varios parametros, dentro de uma situagdo de combinagéo de elementos.

Distribuicbes de probabilidade s&o importantes, ressalta Huck (2008), porque estdo
conectadas centralmente, por exemplo, para confidenciar intervalos que sao construidos em torno
de uma determinada amostragem estatistica. Para Sanchez e Valdez (2013), nesse caso, o nivel
de raciocinio surge como uma das principais dificuldades ao resolver esse tipo de situagéo-
problema. Nesse nivel, o estudante articula definigdes subjetivas a partir do conceito ensinado no

ambiente escolar, o que fica evidenciado nesse tipo questao.

Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996) relatam que, no raciocinio combinatério, ha
dificuldades em distinguir combinag&o e permutagdo. Por isso, alguns estudantes usam outras
alternativas, como a multiplicag&o, um sinal de que esses estudantes nao tiveram uma explicagéo
prévia da diferenca entre selegdo (conjunto de n elementos diferentes, no qual a amostra m é
retirada), colocagéo (relagdo do objeto ao conceito) e partigdo (diviséo em sub conjuntos), para

realizar os procedimentos sistematicos desse tipo de situagao-problema.

Ja na questdo 152 do ano de 2014, avalia-se o conhecimento para estimar as
possibilidades e determinar a probabilidade de um teste que terminara na quinta pergunta. Nessa
questdo, devem-se calcular as possibilidades de acerto/erro em um determinado teste. O
psicologo que aplica determinado teste, de acordo com a situagdo-problema, j& sinaliza o
percentual probabilistico de determinado candidato errar na quinta pergunta. O percentual desse
distrator foi de 24,5%, e o erro a ele relacionado € o fato de o estudante estimar a probabilidade
multiplicando as possibilidades por dois ao invés de quatro, estabelecendo a relagao apenas com

o percentual da resposta errada.

Para Diebold e Pauly (1987), nesse tipo de situagéo-problema, a dificuldade consiste na
quebra da estrutura, uma vez que néo vai ser utilizada uma combinagao de previsdes, 0 que seria
necessario por se tratar de um modelo para chegar a um valor probabilistico entre as perguntas

do teste.
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Popper (1967) também sinalizava dificuldades de aprendizagem com esse tipo de
situagdo-problema, que envolve teste de hipdteses com experimentos, observagbes ou

comparagdes de padrdes de dados obtidos, nesse caso, por meio de perguntas sucessivas.

A pesquisa de Batanero e Diaz (2015) considera importante esse tipo de probabilidade de
hipoteses, no qual hd um limite de frequéncia e um numero de repeticbes independentes de um
experimento de verdadeiro/falso, e tém assinalado a dificuldade para resolver questdes em que
ha uma situagdo-problema com esse tema. Essas pesquisadoras também argumentam que, nesse
tipo de questao, na qual ha uma sequéncia de possibilidades, a dificuldade de aprendizagem por
parte do estudante é “notar que a probabilidade de uma hipétese néo tera significado em uma
frequéncia” (BATANERO e DIAZ, 2015, p. 136), e, por isso, ele observa apenas uma das

alternativas certo/errado, ao invés de contabilizar o total de possibilidades sugerido na questao.

A situagao-problema da questdo 155 de 2014 exigia a avaliagdo de conhecimentos a
respeito das medidas de tendéncia central. Para resolver a questdo, era necessario calcular a
meédia aritmética para cada experimento e, depois, analisar cada média com os respectivos
reagentes que estavam em um quadro que fazia parte da questdo. Ao comparar as médias com
os reagentes dos experimentos, sé interessaria, para o pesquisador citado na questéo, o reagente
cujos resultados estivessem acima da média encontrada para cada reagente do quadro. O
percentual de estudantes que erraram ao marcar esse distrator foi de 37,6%, e o erro associado a
ele se deve ao fato de o estudante determinar as médias aritméticas, escolhendo a maior dentre

elas, confundindo valor com a maior quantidade.

Os estudos de Mokros e Russell (1995), como também os de Huck (2008) e Estrella
(2016), tém mostrado as dificuldades dos estudantes em resolver situagdes com as medidas de
tendéncia central, especialmente a “média”. Segundo esses autores, a média aritmética & um
objeto matematico complexo que se esconde atras de um algoritmo de calculo simples, e, muitas
vezes, 0s estudantes colocam a média “no centro do caminho da distribuigéo”, podendo perder o

significado de representatividade que “esse parametro implica”.

As dificuldades relativas a essa medida da tendéncia central (média aritmética) séo
decorrentes do reconhecimento da média como valor "tipico" ou "representativo dos dados" e, por
iss0, € colocada no centro do caminho de distribuicdo. Ao reconhecerem como valor representativo
dos dados, os estudantes interpretam os dados numéricos e conhecem o célculo da média sem
levar em consideragdo o contexto (ESTRELLA, 2008, 2016). Reaburn (2011) afirma que a

100



Educagdo Matemética Debate, Montes Claros, Brasil
v.3,n.7,p. 87-110, jan./abr. 2019

dificuldade dos estudantes estd em relacionar a média aritmética com um numero representativo
em um conjunto de dados para fazer as devidas comparagdes, 0 que é exigido para resolver

questdes que tratem desse conteudo.

A questao 149 de 2015 requer que o estudante determine o percentual de probabilidade
de um entrevistador ser compreendido por trés alunos entrevistados ao fazer uma pergunta em
inglés na fase final de selecdo de intercdmbio. O erro associado a distrator letra B, com
porcentagem de 40,8%, é o de obter o valor da probabilidade subtraindo o total da amostra pelo
valor de 70% ao invés de utilizar a multiplicagao para determinar esse valor, ja que séo eventos

independentes. Com isso, fica evidente a dificuldade de realizar o célculo de porcentagem de 70%
. 70 T o o X . n . .
age fazer a multiplicagao necessaria dos finalistas, que eram trés, e de, em seguida, subtrair o

resultado desse produto por 100, que representa os 100% do total de alunos da escola.

Coutinho (1994) ressalta que ha dificuldade de aprendizagem em questdes desse tipo, por
ser preciso escolher um modelo matematico para “expressar sua ligagao estreita com o0 mundo
real”’, como também por haver uma “complexidade de problemas da I6gica combinatéria®, o que
leva o estudante a confundir eventos independentes com operacgdes aritméticas sem estabelecer

a “légica combinatoria”.

Para Romero (2008), existindo eventos independentes, o seu resultado da-se pelo produto
de suas probabilidades. Dessa forma, existe também dificuldade de entender a diferenca entre
eventos independentes e eventos mutuamente excludentes, para a resolugdo dessa situagao-
problema. Por isso, essa dificuldade de aprendizagem, segundo esse pesquisador, apresenta um

distanciamento do estudante em relagéo ao objeto.

A questéo 155 de 2015 faz referéncia a renda média apurada em 2010 por um total 101,8
milhdes de brasileiros com 10 anos ou mais de idade. O item pede para calcular a diferenca entre
a renda dos 10% mais ricos pelos 10% mais pobres em relagé@o a populagdo e aos percentuais
correspondentes a cada grupo. No distrator letra D, a porcentagem de escolha foi de 25,9%, e o
erro, possivelmente, é confundir, no tocante a uma das grandezas, o percentual de rendimentos
mensais com a média apurada, adicionada a porcentagem do total de rendimentos mensais dos

10% mais pobres.

A dificuldade em relacionar esses objetos matematicos para o calculo da média tem sido
mostrada por Moore (1990), Rubin, Bruce e Tenney (1990), Wild e Pfannkuch (1999) e Reaburn
(2011). De acordo com esses autores, a amostragem dessa média € influenciada pela variagdo
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presente em cada processo aplicativo de determinada situagao-problema. Além disso, consideram
que o erro cometido pelos estudantes pode estar associado a incapacidade de pensar na

distribuicdo dessas amostras geradas a partir de uma populagédo especifica.

Na questdo 158 de 2015, a situagao problema solicita que se faga o célculo do percentual
de vacinagéo do publico alvo para prevenir o HPV, informando que a probabilidade de o publico
adquiri-la € de, no maximo, 5,9%. No entanto, o distrator mais assinalado, que apresentou um
percentual de 33,4%, esta associado, hipoteticamente, ao erro de calcular o valor total da amostra,

100%, e subtrair do percentual do publico alvo (x%), igualando a meta estabelecida de 5,9%.

Nesse caso, a principal dificuldade dos estudantes na resolugéo dessa situagao-problema
se deve ao fato de existirem percentuais diferentes e sucessiveis para a resolugéo do problema,
na qual é necessario analisar as informagdes e fazer uso de raciocinio percentual para os calculos
probabilisticos. Para Santana (2011), deve-se promover o conceito fundamental de probabilidade

para auxiliar a leitura desse tipo de questéao.

Os estudos de Delmas et al. (2002) e Cumming (2006) fazem referéncia as dificuldades
de os alunos estabelecerem o nivel de confianga que representa esse tipo de amostra, em que ha
percentuais sucessivos de distribuicbes e intervalos percentuais de confianga a serem calculados.
Ja Huck (2008) ressalta que as dificuldades de aprendizagem, quanto a questdes desse tipo, estédo
na distribuicdo das hipdteses da probabilidade em situagdes sucessivas de intervalos sem levar

em conta os fatores de observagdo da amostra.

Quanto a questéo 166 de 2015, o estudante deveria aplicar o calculo da média aritmética
para saber a ordem de classificacdo dos candidatos para um concurso. Portanto, era preciso
adicionar as notas das cinco etapas e dividir por cinco, observando que, na segunda coluna, devia
ficar a média das quatro primeiras etapas. O distrator mais apontado teve 41,9% de percentual. O
erro associado a ele esta em fazer a operagéo da média aritmética utilizando as duas grandezas

do quadro ao invés de calcula-la com todos os valores da distribuicéo.

Nesse caso, a dificuldade dos estudantes &, hipoteticamente, o fato de ndo saberem que
a média das quatro primeiras etapas ficaria na segunda coluna, o que evidencia a impossibilidade
de identificar e estabelecer relagdes entre a quinta e as demais etapas do concurso. Com isso,
conforme Martins, Pires e Barros, (2009), € necessaria uma aprendizagem instrumental dos

conceitos, fixando-se apenas na utilizagédo e aplicagéo de férmulas ou regras de calculo.

Huck (2008) sinaliza a dificuldade em calcular a média dos subgrupos, significando um
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‘nivel de agregagao”, que se deve levar em consideracao para determinar a respectiva média.
Rondero e Font (2015) ressaltam que a média aritmética tem contextos intra-matematicos, os
quais mostram o conhecimento de “definigdes, propriedades, representacdes etc.” relacionadas
as médias, sendo necessario que os estudantes tomem ciéncia disso nas aulas de Matematica

para diminuir a complexidade de resolugéo desse tipo de calculo.

A questé@o 175 de 2015 faz referéncia a trés modos distintos de escolher atletas para
realizarem um exame antidoping. O erro associado ao distrator mais assinalado, com um
percentual de 22,2%, ¢ calcular as probabilidades P(Il) e P(lll) como soma e ndo como produto de
eventos independentes. Nesse caso, a dificuldade de aprendizagem, segundo Falk (1986), que
fez um estudo sobre essa tematica, esta relacionada ao fato de os estudantes néo distinguirem
entre uma probabilidade condicionada e a sua transposta, ou seja, entre as duas probabilidades
P(A/B) e P(B/A).

Os estudos de Pollatsek et al. (1987) investigaram que os estudantes ndo conseguem, em
relagéo a probabilidade, transformar um enunciado em linguagem comum em linguagem simbdlica

e vice-versa, caracterizando-se, entdo, a dificuldade apresentada por eles quanto a esse conteddo.

Na questdo 147 de 2016, ha um esquema que ilustra 0 mapa de um parque com cinco
areas de brinquedos, assim como cinco caminhos para cada uma dessas areas, propondo-se 0
seguinte questionamento: Qual a probabilidade de um adolescente, sem conhecer o parque,
chegar a area IV sem passar por outras € sem retornar para a entrada. O erro relacionado ao
distrator mais assinalado, que teve um percentual de 23,5%, hipoteticamente, esta em determinar
todas as probabilidades, utilizando apenas duas possibilidades em cada ponto do percurso e

multiplicar todas essas possibilidades ao invés de adiciona-las.

De acordo com Tversky e Kahneman (1982), esse tipo de dificuldade ocorre quando se
avalia a probabilidade de um evento com base na sua representatividade em relag¢do a populagéo.
Dessa forma, essa dificuldade evidencia que o estudante estabelece as relagdes em cada ponto
do percurso, gerando empecilhos para resolver a questdo face as varias possibilidades de tomada

de decisdo.

Huck (2008) afirma que esse tipo de dificuldade se da pelo “valor de possibilidades
envolvidas no teste de hipdteses, comparando uma estatistica de teste com uma distribuigéo de

probabilidade apropriada” (p. 93). Com isso, a distribuicdo das possibilidades muda em fungéo de
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eventos para cada ponto distinto, e o estudante ndo percebe que a probabilidade de observar um

resultado correspondente a solicitada ndo sera a probabilidade prevista no gabarito.

Das analises realizadas, podem-se sistematizar quais dificuldades estao relacionadas aos
erros sobre o0 tema “conhecimentos em estatistica e probabilidade” nas questdes das provas de
Matematica de 2013 a 2016 do ENEM. Tais dificuldades por questdo sao:

= Q176 de 2013 — utilizar, de forma inadequada e sistematica, as técnicas de resolugao de

problemas relacionadas a analise combinatéria;

= Q152 de 2014 — realizar teste de hipbteses com experimentos, observagdes ou
comparagdes de padrdes de dados obtidos, nesse caso, por meio de perguntas

sucessivas;

= Q155 de 2014 — relacionar a média aritmética como um numero representativo em um

conjunto de dados para fazer as devidas comparagoes;

= Q149 de 2015 — escolher um modelo matematico para expressar sua ligagéo estreita com

0 mundo real com a complexidade de problemas da l6gica combinatoria;

= Q155 de 2015 — relacionar objetos matematicos para o célculo, verificando que, a
amostragem ¢ influenciada pela variagdo em cada processo aplicativo de determinada

situagéo problema;

= Q158 de 2015 — calcular percentuais diferentes e sucessiveis, exigindo a resolugao do
problema, traduzindo e analisando as informagdes e fazendo uso de raciocinio percentual

para os calculos probabilisticos;
= Q166 de 2015 — identificar e estabelecer rela¢des ao calcular a média dos subgrupos;

= Q175 de 2015 — transformar, no tocante as probabilidades, a linguagem comum para
linguagem simbdlica e vice-versa assim como distinguir as hipoteses em probabilidades

condicionadas;

= Q147 de 2016 — estabelecer relagdes em cada ponto do percurso, gerando empecilhos

para resolver a questao face as vérias possibilidades de tomada de decis&o.
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5 Consideragoes

O ENEM é uma avaliagéo que tem, como um de seus objetivos, selecionar alunos para o
ingresso no ensino superior. Sendo assim, dentre outros aspectos, é uma fonte de informagdes
que pode auxiliar na melhoria dos processos de ensino e de aprendizagem de alguns contelidos
abordados na educagao béasica. As andlises dos resultados quanto aos erros e as dificuldades na
aprendizagem poderdo ajudar a pensar, pedagogicamente, metodologias para o tratamento e

superacdo adequada desses erros.

Os resultados apontados no tdpico anterior evidenciaram que, de maneira geral, o
desempenho foi muito baixo nas nove questdes. Foi possivel, a partir das analises feitas, identificar
as dificuldades de aprendizagem, as quais, hipoteticamente, foram explicitadas a partir da
identificacdo dos erros que estavam associados aos distratores mais assinalados pelos estudantes
nas questdes sobre o conteudo de Estatistica e Probabilidade da prova de Matematica 2013 -
2016.

Os erros associados aos distratores referentes a esse tema também foram identificados
por Movshovitz-Hadar, Zaslavski e Inbar (1987): uso errado de dados, linguagem ma interpretada
e inferéncia logicamente invalida. Puchulu (2004) também afirmou que, além dos erros associados
a aritmética, que envolve os calculos nesse tema, ha outros decorrentes de interpretacdes

indevidas das informacgdes provenientes de um grafico, quadro ou tabela.

Com relagdo as dificuldades de aprendizagem relacionadas a esses erros, 0s
apontamentos de Socas (1997), Cury (1994, 2008), Borasi (1995), Henry (1991) e Sanchez (2004)
sinalizam que, nos processos de pensamento matematico como também no processo de ensino
da Matematica, os erros devem ser utilizados associando-os as respectivas dificuldades de
aprendizagem. Além disso, no ensino e na aprendizagem da Matematica, essa tematica pode ser
inserida para ser utilizada na discussé@o de conceitos envolvidos criando um ambiente rico com

novas estratégias para o ensino.

Assim, com base nas analises dos erros dos estudantes que fizeram o ENEM nos anos
investigados, é de suma importéncia que o professor de Matematica do Ensino Médio considere
as dificuldades apresentadas para que ocorra uma melhoria nos processos de ensino e de
aprendizagem, utilizando-se desses erros com o objetivo de promover uma agdo pedagdgica

voltada para uma aprendizagem com significado para o estudante.
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Os processos de ensino e de aprendizagem de Estatistica e Probabilidade precisam
considerar a formagao completa do educando, porque esse contetido promove, além da analise
de dados, planejamento e sua realizagéo, a tomada de deciséo. Faz-se necessario ainda que esse
processo promova o saber que forma o cidad@o para a vida em sociedade, tornando-o um ser
capaz de entender todos os aspectos que norteiam e influenciam a ciéncia contextualizada e

globalizada.
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